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論文内容要旨
 この学位論文では,空間3次元における波動一シュレディンガー方程式に対する初期値問題の適切性の問
 題を中心に,波動一シュレディンガー方程式を研究する上で重要な球面に対するフーリエ制限評価,そし
 て,波動一シュレディンガー方程式の研究手法の応用として,シュレディンガー一改良ブシネスク方程式を
 考える。ここで,初期値問題に対する適切性とは,解の存在,一意性,解の初期値に対する連続依存性
 を合わせた概念であり,特に,時間局所的に適切性が成立する場合を局所適切性,時間大域的に成立す
 る場合を大域適切性と呼ぶ。
 1章では,準備として,適切性の概念や適切性の研究に必要なブルガン空間を定義する。
 2章では,空聞3次元における波動一シュレディンガー方程式に対する初期値問題の適切性を考察する。
 波動一シュレディンガー方程式は,湯川型相互作用を持つ波動方程式とシュレディンガー方程式の連立系
 であり,電子とフォノンの相互作用を記述する物理モデルの古典場を考える事で現れる。ここでは,初
 期値が2乗可積分型のソボレフ空間に属する場合を考える。特に,シュレディンガー方程式に対する初期
 値の滑らかさをs」1},波動方程式に対する初期値の滑らかさをs_{2}とし,どのようなs_{1},s_{21に対
 して適切性が成立するかを考察した。s」1}=s」2}二2の時は強解に対応する空間であり,s_ll}=s」2}=1の
 時は,ハミルトニアンと全電荷と呼ばれる量が意味を持つ最大の空間でエネルギー空間と呼ばれている。
 s」!l=s」2}=2の時は,Banloll-Chadam(1978)によって大域適切性が示されていた。エネルギー空間よりも
 広い空間,具体的には,s_{1},s_{2}>3/4の時は,Bachelot(1984)によって大域適切性の結果が示された。
 最近になって,Pecher(2004)がs」ll,s_{21>7/!0かつs_{1}+s」21>3/2に結果を拡張し,さらに,
 Tzirakis(2005)と著者(2005)が,それぞれ,s」1},s_{21>7/10とs_{1},s_{2}>0.64に結果を拡張した。この学
 位論文では,さらに,s」1},s」2}が負の場合でも大域適切性が従う事を証明した。具体的には,s」1}>
 1/1520,s_{2}>一1/152の場合が証明できた。また,局所適切性に関しては,s」!}>一1/4,s」2}>一!/38であれ
 ば肯定的な結果が得られる事を示した。
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 これまでの結果からも分かるように,適切性の問題では,滑らかさを下げる事が研究の対象になって
 いる。その理由の一つには,低い滑らかさに対する研究が,滑らかな解の研究に繋がるからである。ま
 た,スケーリングの議論から適切性が成立する滑らかさが予想できる。多くの方程式において,スケー
 リングの議論から予想される空間は,強解に対応する空間やエネルギー空間よりも滑らかさの低い空間
 である。そのため,数学的な興味として,低い滑らかさに対する適切性が研究されている。さらに,ブ
 ルガンの大域解の議論や1-methodなどからも分かるように,低い滑らかさに対する大域適切性の研究手法
 は,フーリエ波数空間におけるエネルギー移送現象の解析とも関わっている。また,不変測度の構成と
 も関わっている。実際,Gibbs測度の構成において,強解に対する空間やエネルギー空間では測度の台に
 入らないため,それよりも滑らかさの低い適切性が要求される。
 上でも述べたように,この学位論文における主結果は,空間3次元において,s」1},s_{2}が負でも,波
 動一シュレディンガー方程式に対する初期値問題が適切になる事を証明した専一である。これまでの結果で
 は,s」1}=s_{21=0の場合の大域適切性も分かっていなかったため,波動方程式の2乗可積分なルベーグノ
 ルムに対する先験評価を導出する事で,s」1}=s_{2}=0の場合をまず解決した。
 局所適切性に関しては,s_{ユ},s」21が0以.ヒの場合しか知られていなかったため,s_ll},s_{2}が負の
 場合の局所適切性を示す事を目指した。初期値が負の滑らかさの場合,解も弱解を考える事になり,特
 に,空間変数に対しては負の滑らかさを持つ解を考えなければならない。そのため,超関数の積の問題
 に遭遇する事となり,非線形項に現れる積に意味を持たせる事が重要になってくる。この問題を解決す
 るために,1章で導入したブルガン空間を採用した。局所適切性の問題で鍵となる評価は,波動一シュレデ
 ィンガー方程式に対応した,ブルガン空間における双線形評価である。この評価において,波の相互作
 用を角度まで考慮し詳細に解析する事で,これまで知られていた評価を負の滑らかさの場合にまで拡張
 する事・に成功した。これにより,負の滑らかさに対する適切性の結果を得る事・ができた。
 大域適切性の問題に対しては,Colliander-Keel-Staffilani-Takaoka-Taoによって導入された1-methodを用い
 る事で解決した。ここでの困難は,波動方程式に対する有用な保存量がない事である。この問題を解決
 するため,波動方程式に対する解のノルムの時間増大度に関する考察を行い,適切な先験評価を予想し
 た。この先験評価が実際に正しい事を示すため,解の接続のステップに関する帰納法を用いた。
 2章で得られた結果は,波動一シュレディンガー方程式において,波動方程式をクラインーゴールドン方
 程式に置き換えた,クラインーゴールドンーシュレディンガー方程式に対しても成立する。
 3章では,波動一シュレディンガー方程式の解析において重要な役割を果たす,球面上の双線形フーリエ
 制限評価について考察した。ここで考察する球面上の双線形フーリエ制限評価については,Tao(2003)に
 よって,端点を除いて最良の評価が得られていた。Taoの証明は放物面の場合の結果を応用しているが,
 この学位論文では,直接球面を考える事でTaoと同様の結果を得ている。また,評価において,測度の台
 の横断性に関する依存を明確に与えている。証明の鍵となるのは,球面に対する波束展開,Tao-Vargas-
 Vega(1998)による局所化の補題,Wolff(2001)による局所化のスケールに関する帰納的な議論,そして球面
 に対する幾何学的な考察と組み合わせ論的評価である。
 4章では,波動一シュレディンガー方程式の研究手法の応用として,シュレディンガー一改良ブシネスク
 方程式に対する初期値問題の局所適切性について考察した。ここで初期値の空間は,波動一シュレディン
 ガー方程式同様,2乗可積分型のソボレフ空間で,シュレディンガー方程式に対する初期値の滑らかさを
 s_口},改良ブシネスク方程式に対する初期値の滑らかさをs」2}とした空間を考えた。この時,空間次元
 が3次元以下であれば,s」1}>一1/4,s」2}>一1/2の時,シュレディンガー一改良ブシネスク方程式に対する初
 期値問題が局所適切性である事を示した。証明の鍵となるのは,3次元の場合のブルガン空間における双
 線形評価の導出である。また,高次元の場合の評価から低い次元の評価も従う事を学位論文では示して
 いる。さらに,ここで得られたブルガン空間における双線形評価は最良なものである事も示している。
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 論文審査の結果の要旨
 赤堀公史氏はこの学位論文で,空間3次元における波動一シュレディンガー方程式に対する初期値問題の
 適切性の問題を研究するとともに,波動一シュレディンガー方程式を研究する上で重要な球面に対するフ
 ーリエ制限評価,そして,波動一シュレディンガー方程式の研究手法の応用として,シュレディンガー一改
 良ブシネスク方程式を考察した。波動一シュレディンガー方程式の適切性に関する従来の結果はすべて,
 解が2乗可積分のクラスにノ1弱していることを仮定していたが,赤堀氏は関数ではなく超関数のクラスで
 の適切性を証明した。この場合,超関数の積の問題に遭遇する事となり,非線形項に現れる積に意味を
 持たせる事が重要になってくる。局所適切性の問題で鍵となる評価は,波動一シュレディンガー方程式に
 対応した,ブルガン空間における双線形評価である、この評価において,波の相互作用を角度まで考慮
 し詳細に解析する事で,これまで知られていた評価を超関数の空間にまで拡張する事に成功した。大域
 適切性の問題に対しては,CoIliallder-Keel-StaffHani-Takaoka-Taolこよって導入された『1正一method"を用いる事
 で解決した。ここでの困難は,波動方程式に対する有用な保存量がない事である。この問題を解決する
 ため,波動方程式に対する解のノルムの時間増大度に関する適切な先験評価を,解の接続のステップに
 関する帰納法を用いて示した。この波動一シュレディンガー方程式の解析に関連して,球面上の双線形フ
 ーリエ制限評価についても考察した。球面上の双線形フーリエ制限評価については,Tao(2003)などによ
 って,臨界指数を除いて最良の評価が得られていた,しかし,既知の結果では双線形フーリエ制限評価
 に現れる定数が測度の台の横断性にどのように依存するか明確ではなかった。赤堀氏の証明は,この相
 互作用の角度依存性を明確に与えると言う点で改良となっている。また,波動一シュレディンガー方程式
 の研究手法の応用として,シュレディンガー一改良ブシネスク方程式に対する初期値問題の局所適切性に
 ついても,従来の結果を大幅に改良することに成功した。
 以上の研究成果は,自立して研究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を有することを示してい
 る。
 したがって,赤堀公史提出の博士論文は,博上(理学)の学位論文として合格と認める。
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